Bilag 5: DEA-modellen
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Indledning

Data envelopment analysis (DEA) er en matematisk metode, der anvender
lineer programmering til at sammenligne en raekke forsyninger med
hinanden og bestemme effektiviteten af de forskellige forsyninger.

Forsyningerne sammenlignes pd baggrund af et sat af inputs og outputs.
Inputs er det, en forsyning anvender til at producere. Outputs er det en
forsyning producerer.

Ud fra de mest effektive forsyninger bestemmer DEA en rand som omslutter
alle forsyninger. Randen kaldes en effektivitetsfront og de mest effektive
forsyninger ligger pa denne effektivitetsfront. Forsyninger, der ikke ligger
pa effektivitetsfronten, er ineffektive. Jo lengere fra effektivitetsfronten, en
forsyning  befinder sig, jo mindre effektiv er forsyningen.
Effektiviseringsfronten athanger af sammenhangen mellem inputs og
outputs. Sammenhangen mellem inputs og outputs kaldes for skalaafkast.

De mest effektive forsyninger angiver DEA til at veere 100 pct. effektive.
For de ineffektive forsyninger angiver DEA hvor effektive de er i forhold til
de mest effektive selskaber, f.eks. kan en ineffektiv forsyning vare 85 pct.
effektiv.

DEA-modellen kan grundleggende antage to former. Modellen kan vare
inputstyret eller outputstyret. Den inputstyrede model antager, at output er
fast, og at input kan styres af forsyningen. DEA beregner derfor
effektiviteten ved at minimere input for en fastholdt mangde af output. Den
outputstyrede model antager, at input er fast, og at output kan styres af
forsyningen. DEA beregner derfor effektiviteten ved at maksimere output
for en fastholdt mangde af input.

Alt efter om modellen er inputstyret eller outputstyret, kan det betyde to
forskellige ting, at en forsyning er 85 pct. effektiv. I en inputstyret model
betyder det at forsyningen kan s@nke sit input med 15 pct. (100 pct.- 85
pct.) og producere den samme mangde output. I en outputstyret model
betyder det at forsyningen kan ege sit output med 15 pct. uden at @ndre
mangden af input. De 15 pct. kaldes effektiviseringspotentialet.

I det folgende beskrives forst den inputstyrede DEA-model, derefter den
outputstyrede DEA-model og til slut beskrives skalaafkast.

Inputstyret DEA-model

Den inputstyrede DEA-model beregner effektiviteten ved at minimere input
for en fastholdt mangde af output. Den matematiske model er angivet i boks
1 nedenfor.



Boks 1: Den inputstyrede DEA-model med konstant skalaafkast.
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I boks 1 angiver x° mangden af input m for forsyning O og y’ angiver

mangden af input n for forsyning O, som er den forsyning, der bliver
betragtet i ovenstaende model.

6 angiver et mal for effektiviteten af den enkelte forsyning. Modellen skal
loses for alle K forsyninger, saledes at der er bestemt et 6 for hver af de K
forsyninger. Modellen bestemmer en lesning ved at @&ndre pd A,,...,4; og
0 saledes at € er optimal under bibetingelserne. Idet modellen skal loses
for hver enkel forsyning bliver A4,,...,4, og @ valgt pd ny for hver enkel
forsyning. Disse valges derfor, sa hver enkel forsyning bliver stillet bedst
muligt.

Effektivitetsmélet 6 vil altid vaere mellem 0 og 1. Hvis € =1 er forsyningen
100 pct. effektiv og forsyningen ligger pa effektivitetsfronten. Hvis
0 =0,85 er forsyningen 85 pct. effektiv. Effektiviseringspotentialet er 15

pet. ((1-0,85)-100 pct.), dvs. forsyningen kan s@nke sit input med 15 pct.
uden at @ndre sit output.

Bibetingelse 1 og 2 i boks 1 kan vere opfyldt med lighedstegn eller med
skarpt ulighedstegn (< og >). Nar en bibetingelse er opfyldt med lighedstegn
siges den at vare bindende. Hvis en bibetingelse ikke er bindende kaldes
den en ikke-bindende bibetingelse. Ved en ikke-bindende bibetingelse er der
en forskel mellem venstre side og hejre side af bibetingelsen. Denne forskel
kaldes for slack. Ved at leegge slacken til pa den ene side opnds en bindende
bibetingelse.



Bibetingelse 1 angiver, for hvert input, at en lineer kombination af hvert
input skal vere mindre end forsyning O’s input ganget med forsyning O’s
effektivitet. Hvis denne bibetingelse, for et input, er ikke-bindende betyder
dette at den betragtede forsyning har et input-slack. Forsyningen kan derfor
senke sit forbrug af input uden at @ndre den producerede mengde af
outputs.

Bibetingelse 2 angiver, for hvert output, at en lineer kombination af hvert
output skal vare storre end forsyning O’s output. Hvis denne bibetingelse,
for et output, er ikke-bindende betyder dette at den betragtede forsyning har
output-slack. Forsyningen kan derfor gge mengden af output ved brug af
den samme mangde af inputs.

Bibetingelse 3 angiver typen af skalaafkast i modellen. I dette tilfelde er der
konstant skalaafkast.

En forsyning, der ligger pa effektivitetsfronten, kan godt have input- og/eller
output-slack. DEA-modellen vurderer dog alligevel denne forsyning til at
vere 100 pct. effektiv, idet DEA-modellen kun ser pa proportionale
reduktioner 1 alle inputs og ikke ser pa om nogle inputs kan reduceres mere.
Hvis en forsyning har input- og/eller outputslacks kan forsyningen ved
input-slack reducere sit forbrug af inputs uden at mindske maengden af
output, og ved output-slack kan forsyningen gge meengden af output uden at
oge forbruget af inputs. Selvom en forsyning ligger pa effektivitetsfronten
kan den godt ligge bedre, safremt der er input- og/eller output-slack.

Eksempel pa anvendelse af den inputstyrede DEA-model
I det folgende gennemgas et eksempel pa anvendelsen af den inputstyrede
DEA-model.

Der ses pa en situation, hvor effektiviteten blandt fem forsyninger skal
findes. De fem forsyninger benytter sig hver is@r af to slags input x1 og x2

til at producere en slags output y1, jf. tabel 1:

Tabel 1: Eksempel p4 fem forsyningers produktioner.

Forsyning Vi X1 X2 X1/y1 X2/y1
1 2 2 6 1 3
2 | 2 1 2 1
3 3 6 9 2 3
4 2 6 6 3 3
5 1 5 2 5 2

De to sidste kolonner angiver, hvor meget af hvert input der bruges til at
producere ¢én enhed af output. Disse to kolonner kan illustrere
forsyningernes effektivitet som vist 1 figur 1. Forsyningernes input-mix er
indsat som punkter markeret med deres nummer. De tal, der er efterfulgt af
et maerke, kan 1 forste omgang ignoreres.




Figur 1: Den inputstyrede DEA-model med konstant skalaafkast.
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Forsyning 1 og 2 er de mest effektive forsyninger, fordi de anvender den
mindste samlede mangde af inputs til at producere ét output, jf. de to sidste
kolonner i tabel 1 ovenfor. Effektivitetsfronten udgeres derfor af den linje
der forbinder forsyning 1 og 2 samt de to linjer der udgér fra forsyning 1 og
2. Omradet over effektivitetsfronten er det gennemferlige omrade, dvs.
kombinationer (af xi/y1 og xo/y1) der ligger i dette omrdde er mulige.
Forsyninger der ligger i det gennemferlige omrade, men ikke pa
effektivitetsfronten, er ineffektive.

Forsyning 3, 4 og 5 er ineffektive og ligger derfor ikke pa
effektivitetsfronten, men i det gennemfoerlige omrade. F.eks. anvender
forsyning 3 mere af input x; end forsyning 1 til at producere én enhed
output. Forsyning 3 er derfor ineffektiv. Der kan argumenteres tilsvarende
for forsyning 4 og 5.

Det ses af figur 1 at forsyning 5 er den mindst effektive forsyning, fordi
denne befinder sig relativt lengere fra fronten end forsyning 3 og 4.
Udregnes 6 og 4,, fas folgende:

Tabel 1: Resultat af DEA-analyse

Forsyning nr. &k 6 A A, A A A
1 1,0 1,0 0 0O 0 O
2 1,0 0 1,0 0 0 O
3 0,714 0,857 1286 0 0 0
4 0,556 0,333 1333 0 0 O
5 0,5 0 1,0 0 0 0



Udregningen af 6 bekraefter ovenstiende grafiske fortolkning, idet
forsyning 1 og 2 har #=1, og de ovrige forsyninger har € <1 med det
laveste 6 for forsyning 5. At 6, = 0,714 for forsyning 3, betyder, at brugen

af samtlige inputs kan reduceres med (1-0,713)-100pct.=28,7 pct., uden at
storrelsen pa outputtet @ndres.

De forsyninger, der er efterfulgt af et maerke, angiver de ineffektive
forsyningers projektion pa effektivitetsfronten. Her angiver A -vardierne
hvilken linezr kombination af de mest effektive forsyninger som en given
forsyning kan opné, det vil sige A-verdierne beskriver, hvor pa
effektivitetsfronten en ineffektiv forsyning kan placere sig, hvis den
reducerer samtlige inputs med samme andel uden at a&ndre mangden af
output. Betragt f.eks. projektionen af forsyning 3 pd effektivitetsfronten.
Punktet 3’ er en liner kombination af punkterne 1 og 2 med 4, =0,857 og

A, =1,286 som vagte.

Punktet 5° er specielt interessant, idet denne forsyning i punkt 5° vil vaere
100 pct. effektiv ifelge DEA-modellen, men kan reducere mangden af input
x1 indtil punktet 2 opnds uden at endre mangden af outputs. Det vil sige,
for forsyning 5 er der input-slack. Da DEA-modellen ser pa et proportionalt
reduktion i begge inputs, ser DEA-modellen bort fra en eventuelt ekstra
reduktion i et enkelt input.

Outputstyret DEA-model

Den outputstyrede DEA-model beregner effektiviteten ved at maksimere
output for en fastholdt mengde af input. Den matematiske model er angivet
1 boks 2 nedenfor.



Boks 2: Den outputstyrede DEA-model med konstant skalaafkast.
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I boks 2 angiver x° mangden af input m for forsyning O og y’ angiver

mangden af input n for forsyning O, som er den forsyning der bliver
betragtet i ovenstaende model.

¢ angiver et mal for effektiviteten af den enkelte forsyning. Modellen skal
loses for alle K forsyninger, sdledes at der er bestemt et ¢ for hver af de K
forsyninger. Modellen bestemmer en losning ved at @&ndre pd 4,,...,4, 0g
¢ séledes at ¢ er optimal under bibetingelserne. Idet modellen skal loses
for hver enkel forsyning bliver A4,,...,4, og ¢ valgt pd ny for hver enkel

forsyning. Disse vaelges derfor sa hver enkel forsyning bliver stillet bedst
muligt.

Effektivitetsmélet ¢ vil altid vere mellem 1 og uendelig. Effektiviteten
beregnes som 1/¢ som altid vil veere mellem 0 og 1. Hvis ¢=1/¢=1 er
forsyningen 100 pct. effektiv og forsyningen ligger pa effektivitetsfronten.
Hvis 1/¢ = 0,85 er forsyningen 85 pct. effektiv. Effektiviseringspotentialet

er derfor 15 pct. det vil sige, forsyningen kan ege sit output med 15 pct.
uden at @ndre sit input.

Bibetingelse 1 og 2 i1 boks 2 kan vere opfyldt med lighedstegn eller med
skarpt ulighedstegn (< og >). Nar en bibetingelse er opfyldt med lighedstegn
siges den at vare bindende. Hvis en bibetingelse ikke er bindende kaldes
den en ikke-bindende bibetingelse. Ved en ikke-bindende bibetingelse er der
en forskel mellem venstre side og hejre side af bibetingelsen. Denne forskel
kaldes for slack. Ved at laegge slacken til pa den ene side opnds en bindende
bibetingelse.



Bibetingelse 1 angiver, for hvert input, at en lineer kombination af hvert
input skal vere mindre end forsyning O’s. Hvis denne bibetingelse, for et
input, er ikke-bindende betyder dette at den betragtede forsyning har et
input-slack. Forsyningen kan derfor s@nke sit forbrug af input uden at &ndre
den producerede mangde af outputs.

Bibetingelse 2 angiver, for hvert output, at en lineer kombination af hvert
output skal vaere storre end forsyning O’s output ganget med forsyning O’s
effektivitet. Hvis denne bibetingelse, for et output, er ikke-bindende betyder
dette, at den betragtede forsyning har et output-slack. Forsyningen kan
derfor oge mengden af output ved brug af den samme mengde af inputs.

Bibetingelse 3 angiver typen af skalaafkast i modellen. I dette tilfelde er der
konstant skalaafkast.

En forsyning, der ligger pa effektivitetsfronten, kan godt have input- og/eller
output-slack. DEA-modellen vurderer dog alligevel denne forsyning til at
vere 100 pct. effektiv, idet DEA-modellen kun ser pa proportionale
stigninger 1 alle outputs og ikke ser pa om nogle outputs kan eges mere.
Hvis en forsyning har input- og/eller outputslacks kan forsyningen ved
input-slack reducere sit forbrug af inputs uden at mindske maengden af
output, og ved output-slack kan forsyningen gge mengden af output uden at
oge forbruget af inputs. Selvom en forsyning ligger pa effektivitetsfronten
kan den godt ligge bedre safremt der er input- og/eller output-slack.

Eksempel p4 anvendelse af den outputstyrede DEA-model
I det folgende gennemgés et eksempel pa anvendelsen af den outputstyrede
DEA-model.

Der ses pa en situation, hvor effektiviteten blandt fem forsyninger skal
findes. De fem forsyninger benytter sig hver isar af ét slags input x; til at
producere to slags output yi og y2, jf. tabel 2. For overskuelighedens skyld
er maengden af input normaliseret til 1 for alle forsyningerne.

Tabel 2: Eksempel pa fem forsyningers produktioner.

Forsyning X| Vi V2
1 1 2 2
2 1 5 3
3 1 7 2
4 1 8 1
5 1 5 1

I figur 2 er de to sidste kolonner indtegnet for grafisk at vise effektiviteten af
de fem forsyninger. De fem forsyninger er markeret med deres nummer. De
tal der er efterfulgt af et merke kan i forste omgang ignoreres.



Figur 2: Grafisk eksempel pd outputstyret DEA-model
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Forsyning 2, 3 og 4 er de mest effektive forsyninger, fordi de producerer den
storste samlede mangde output ved brug af én enhed input, jf. de to sidste
kolonner i tabel 2 ovenfor. Effektivitetsfronten udgeres derfor af den linje
der forbinder forsyning 2 og 3, den linje der forbinder forsyning 3 og 4 samt
de to linjer der forbinder forsyning 4 og 2 med hhv. forste- og anden aksen.
Omradet under effektivitetsfronten er det gennemforlige omrade, det vil
sige, kombinationer (af y1/x1 og y2/x1) der ligger i dette omrade er mulige.
Forsyninger der ligger 1 det gennemferlige omrdde, men ikke pa
effektivitetsfronten, er ineffektive.

Forsyning 1 og 5 er ineffektive og ligger derfor ikke pa effektivitetsfronten,
men i det gennemforlige omride. F.eks. producerer forsyning 4 mere af
output y; pr. enhed input end forsyning 5 og anvender derfor deres input
mere effektivt end forsyning 5. Forsyning 5 er derfor ineffektiv.

Punkterne 1° og 5’ angiver projektionen af forsyning 1 og 5 pd
effektivitetsfronten. Punktet 1° er specielt interessant, idet denne forsyning 1
punkt 17 er 100 pct. effektiv ifelge DEA-modellen, men kan ege mangden
af output yi indtil punktet 2 opnés uden at endre mangden af input. Det vil
sige, for forsyning 1 er der output-slack. Da DEA-modellen ser pd en
proportional stigning 1 begge outputs, ser DEA-modellen bort fra en
eventuel ekstra stigning i et enkelt output.
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Eksempel pa mal af effektivitet i en inputstyret og en outputstyret DEA-
model

I det folgende gennemgés et eksempel pd forskellen i maden at male
effektiviteten pa i den inputstyrede og den outputstyrede DEA-model.

For overskuelighedens skyld ses pa fire forsyninger som bruger et input til
at producere et output, jf. tabel 3:

Tabel 3: Eksempel pé fire forsyningers produktioner.

Forsyning X1 Vi
1 1 1
2 2,5 2
3 3 4
4 4 3

De fire forsyningers kombinationer af input og output er indtegnet i figur 3.
Det ses, at forsyning 3 er den mest effektive forsyning og
effektivitetsfronten udgeres derfor af en ret linje gennem origo ((0,0)) og
forsyning 3’s placering. Omrddet under effektivitetsfronten er det
gennemforlige omrade.

Figur 3: Forskel i mél af effektivitet
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Forsyning 1, 2 og 4 er ineffektive. Typen af DEA-model bestemmer
hvordan effektiviteten males.

Hvis DEA-modellen er inputstyret, antager modellen, at input-mangden kan
styres af forsyningen, men at output er fast. DEA-modellen méler derfor
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effektiviteten af f.eks. forsyning 2 ved at fastholde output-mangden, og
undersoge hvor meget input-mangden kan reduceres. I dette tilfelde kan
forsyning 2 reducere mangden af input indtil forsyningen nér punktet 2.

Hvis DEA-modellen er outputstyret, antager modellen, at output-mengden
kan styres af forsyningen, men at input er fast. DEA.modellen maler derfor
effektiviteten af f.eks. forsyning 2 ved at fastholde input-mangden og
undersoge, hvor meget output-mangden kan eges. I dette tilfelde kan
forsyning 2 gge mangden af output til forsyningen nar punktet 2*.

Skalaafkast

Effektivitetsfronten athaenger af typen af skalaafkast. En &ndring af typen af
skalaafkast i DEA-modellen fra konstant skalaafkast til en af de andre typer
@ndrer derfor forsyningernes maélte effektivitet. Faktisk vil forsyningernes
effektivitet eges eller forblive de samme.

Der er fire typer af skalaafkast: konstant, variabelt, ikke-voksende og ikke-
aftagende skalaafkast.

Konstant skalaafkast betyder, at mangden af output vokser med samme
hastighed som mangden af input. Det vil sige, hvis mangden af input
fordobles, fordobles mangden af output ogsa. Ved konstant skalaafkast kan
en ineffektiv forsyning blive benchmarket mod alle andre forsyninger
uathangigt af sterrelsen.

Ikke-voksende skalaafkast betyder, at mangden af output vokser med en
mindre hastighed end mengden af input. Det vil sige, en fordobling af
mangden af input forer til en stigning i mangden af output, der er mindre
end en fordobling. Ikke-voksende skalaafkast sikrer, at en ineffektiv
forsyning ikke benchmarkes mod forsyninger, der er vasentlig sterre, men
forsyningen kan godt blive benchmarket mod mindre — og vasentlig mindre
- forsyninger.

Ikke-aftagende skalaafkast betyder, at maengden af output vokser med en
storre hastighed end mengden af input. Det vil sige, en fordobling af
mangden af input forer til en stigning 1 mangden af output, der er storre end
en fordobling. Ikke-aftagende skalaafkast sikrer, at en ineffektiv forsyning
ikke benchmarkes mod forsyninger, der er vasentlig mindre, men
forsyningen kan godt blive benchmarket mod sterre — og vasentlig storre —
forsyninger.

Variabelt skalaafkast er en kombination af ikke-voksende og ikke-aftagende
skalaafkast. Variabelt skalaafkast sikrer, at en ineffektiv forsyning kun
benchmarkes mod forsyninger af nogenlunde samme storrelse.

I boks 1 og boks 2 er der anfort konstant skalaafkast. I boks 3 er angivet

hvilken betingelse der skal indferes i DEA-modellen alt efter hvilken type
skalaafkast man ensker.
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Boks 3: Typer af skalaafkast og formulering af bibetingelser
Konstant skalaafkast: 4, 20, k=1...,K

K
Variabelt skalaafkast: Zﬂ,k =log 4, 20, k=1...,K

k=1

K
Ikke - voksende skalaafkast : Zik <log4, 20, k=1,...,K
k=1

K
Ikke - aftagende skalaafkast: Z’ik >log4, 20, k=1,..,K

k=1

I figur 4 er tilfeldet med ét input og ét output illustreret for de fire typer af
skalaafkast.

Figur 4: Grafisk illustration af skalaafkast
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